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MATHEMATICS 
DIE ALLGEMEINE RIEMANN-INTEGRATION IN 
TOPOLOGISCHEN RAUMEN. B 
VON 
J. RIDDER 
(Conrmunicated at the meeting of October 28, 1967) 
Die axiomatischen Annahmen l 0-9°, die beschrankte- und die a-Addi-
tivitat von C/J ftir die Mengen von K, und die Annahme {K, C/J} werden, 
wie in Tell A, auch hier vorausgesetzt. 
§ 5. Hinzugeftigt sei die Annahme: 
10° in jedem Intervall i gibt es Folgen {in} von abgeschlossenen Teil-
intervallen mit i1 C i2 C i2 C ia C ... C in C in+l C . . . und lim .in= i; urn 
jedes Intervall u gibt es Folgen von Intervallen u1 :) ii2 :) u2 :) iis :) ... :) 
:) Un:) Un+l:) ... und lim Un=U. 
Definition. 1st CA die charakteristische Funktion einer (ev. leeren) 
Teilmenge A des Intervalls i0, so sei das allgemeine au{Jere C/J-Ma{J von A, 
f-ta, 4>(A), gleich dem oberen allgemeinen Riemann-Integral von CAin bezug 
auf C/J tiber io: 
f-ta, 4>(A) = Sto CAdC/J, 
und das allgemeine innere C/J-Ma{J von A, f-tt, 4>(A), gleich dem inneren 
Riemann-Integral von CA in bezug auf C/J tiber io: 
P,t,4>(A)= 1.to CAdC/J. 
Existiert J,0 CAdC/J, so definiere es das allgemeine C/J-Ma{J von A, f-t~P(A). 
Korollare: a) Aus A~ io folgt P,i,~P(A)=C/J(io)-p.a, 41(io-A); b) not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen C/J-MaBes /-t~P(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der allgemeinen auBeren und 
inneren C/J-MaBe von A; c) f-t~P(io) = C/J(io). 
Beweis von a). Bei e>O gibt es eine Riemann-Klasse ~.h[io] mit 
(10) F[ul[cA; {~.h[io]; C/J}]> J<o CA ·de/J-e oder P,f,lii(A)-e, 
wobei CA charakteristische Funktion von A; ebenso gibt es eine Riemann-
Klasse ~2[io] mit 
(ll) F[o][Ct0-A; {~2[io]; C/J}]<Jt0 Ct0-A·de/J+e oder P,a,~P(io-A)+e, 
wobei Ct0-A charakteristische Funktion von io-A. 
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(10) und (11) bleiben richtig bei Ersetzung von ~h[io] bzw. 2f2[io] durch 
2fs[io], wobei die den Punkten von io bei 2fs[io] als Umgebungen zuge-
wiesenen Intervalle die Produkte der durl:lh 2f1[io] und 2f2[io] diesen 
Punkten zugewiesenen lntervalle sind. 
Aus Axiom 10° und der a-Additivitat von (]J (§ 3) folgt die Existenz eines 
abgeschlossenen Intervalls i11 C io mit 
(12) O~@(io)-@(i11)<e. 
Mit dem Axiom 2° und i11 abgeschlossen im Hausdorffschen Raum X 
folgt, daB jedes durch 2fs[io] einem Punkte P E io-i11 zugewiesenen Inter-
vall i(P) sich durch ein P enthaltendes Intervall i*(P), mit i*(P) C i(P) 
und i*(P)·i11 =0, ersetzen laBt. Lassen wir daneben die durch 2{3 [i0 ] den 
Punkten von i 11 zugewiesenen Intervalle ungeandert, so entsteht eine 
Riemann-Klasse ~[io]; wieder bleiben (10) und (11) richtig, nun bei 
Ersetzung von 2f1[io] bzw. 2f2[io] durch 2f4[io]. 
Bei jeder ~[io]-Zerlegung von io tiberdecken die Punkten von i 11 hin-
zugeftigten abgeschlossenen Zerlegungsintervalle samtlich i 11• Mit (12) folgt 
fur die zugehorigen (speziellen) F-Werte von CA und Ci0 -A: 
(13) ~ @(io)~F<sP.>[cA; {~[io]; @}]+F<sp.>[c10-A; {~[io]; @}]~ 
~ ~@(iv)>@(io)-e. 
(13) und (10), mit 2f4[io] anstatt 2f1[io], liefern: 
F<sp.) [cio-A; {~[io]; !ti}] ~ @(io)- F<sp.) [ CA; {2f4[io]; @}] < @(io)- ,Ui, g;(A) + e, 
also auch 
und umsomehr 
(14) J t0 Ct0-A d(]J = ,Ua, g;( io-A)~@( io)- ,Ui, g;(A) +e. 
Daneben liefern (13) und (11), mit 2f4[io] anstatt 2f2[io], 
F<8P·>[cA; {~[io]; @}]>@(io)-F<sp.>[ct0-A; {2f4[io]; @}]-e> 
> @(io)- ,Ua, g;(io- A)- 2e, 
also auch 
FruJ[CA; {2f4[io]; @}]~@(io)-,ua,g;(io-A)-2e, 
und umsomehr 
(15) 
Aus (14) und (15) folgt, bei e ~ 0, 
,Ua, g;(io- A)+ ,Ui, g;(A) = @(io). 
00 
§ 5bis. Theorem 6. Aus A= 1 A,.~ io folgt 
n=l 
00 
,Ua, g;(A) ~ 1 ,Ua, g;(A,.). 
n-1 
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Beweis. Es geniigt den Fall von disjunkten Mengen An zu betrachten. 
Bei willkiirlich positivem 'YJ gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CAn eine Riemann-Klasse SU:n[io] mit 
(16) fio CAnde!>=,ua,cp(An)~F[o][CAn; {SU:n[io]; C!>}]<,ua,cp(An)+'YJ/2n. 
Wir bemerken, daB F[oJ[CAn; {SU:n[io]; ct>}] sich nicht andert bei willkiir-
licher Anderung der Umgebungen in SU:n[io] der Punkte von io-An. 
Nun sei SU:[io] eine Riemann-Klasse, welche fiir die Punkte von A1 die-
selben Umgebungen wie in SU:1 [i0 ] hat, fiir die Punkte von A2 dieselben 
Umgebungen wie in SU:2 [i0 ], allgemein fiir die Punkte von An dieselben 
Umgebungen wie in SU:n[i0 ]; die Umgebungen in SU:[io] fiir die Punkte von 
io- A seien willkiirlich gewahlt. 
N ach den Definitionen von § 3bis und § 5 ist dann 
,Ua,cp(A)= fio CAdct>~F[oJ[CA; {SU:[io]; C!>}J. 
Unter den Werten von F[cA; {SU:[io]; ct>}] gibt es einen speziellen mit 
(17) ,Ua,cp(A)-'Y}~F[o][CA; {SU:[io]; C!>}]-1)<F<sp.)[cA; {SU:[io]; Cl>}]. 
F<8P·>[cA; {SU:[i0]; q'J}] ist eine Summe von endlich vielen Gliedern. Dies 
mit dem Zusammenhang von SU:[io] mit den SU:n[io], und (16) gibt: 
(18) 00 l F<sp.) [ CA; {SU:[io]; C!>}] < [,ua, cp(A1) + 'YJ/2] + ... + 
+ [,Ua, cp(An) +'Y]/2n] + ... = ~ ,Ua, cp(An) +'YJ· 
n~l 
Aus (17) und (18), mit 'YJ ____,.. 0, folgt die gesuchte Relation. 
§ 6. Hilfssatz. 1° die oberen Grenzen F[oJ[CA;{SU:[i];Cl>}] von F 
bilden eine nach oben semi-additive 18) Intervallfunktion fiir die Teil-
intervalle von io; dabei geht die Riemann-Klasse SU:[i] fiir i C i0 aus einer 
fest gewahlten Riemann-Klasse SU:[io] fiir i0 (§ 2, Def. a) dadurch hervor, 
daB jedem P E i in SU:[i] die Umgebung i(P) ·i, mit i(P) E SU:[i0], zugewiesen 
wird, wahrend die U mgebungen der Punkte von i- i willkiirlich zu wahl en 
sind; 
2° bei SU:[io] (und SU:[i]) wie unter 1°, und einer Umgebung u _ u(P) 
eines Punktes PEio, mit u(P)Ci0 und Ci(P) E2t:[i0], ist cA(P)·C!>[u]~ 
~FtoJ[cA; {SU:[u]; ct>}], wobei das Gleichheitszeichen immer auftritt bei 
PEA; 
3° ,Ua, <~>[A· i]- fi CAdet> ist eine beschrankt additive Intervallfunktion. 
Die Behauptungen folgen a us den Definitionen von F[ol und ,ua, <~>· 
Theorem 7. Aus A1 C A2 C ... CAn C ... und lim An=A ~ io folgt 
lim ,Ua, <I>( An)= ,Ua, cp(A). 
0>--*00 
18) D.h. bei Zerlegung von io in endlich viele Intervalle i<J> ist F[oJ fiir io ~die 
Summe der Werte von F[oJ fur die i(J>. 
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Beweis. Zu jeder Menge An und n>O gibt es eine Riemann-Klasse 
mn[io] mit 
O~F[o][CAn; {mn[io]; (j)}]-,ua,<~>(An)<nf2n. 
Wie oben unter 1° die Intervallfunktion F[oJ[cA; {m[i]; (_[)}], laBt sich hier 
eine Intervallfunktion F[oJ[CAn; {mn[i]; (_f)}J bilden. Nach obigem Hilfssatz 
ist dann Tn(i) = F[oJ[CAn; {mn[i]; (j)}]-,ua,<~>[An·i] eine nach oben semi-
additive, nicht-negative Intervallfunktion. Zu jedem Punkt P E An gibt 
es in mn[io] eine zugehi::irige Umgebung in(P). Nach dem Hilfssatz, 2° ist 
dann fiir jede Umgebung u = u(P) C in(P)·io: 
(19) 00 lCAn(P)·(j)[u]=F[o][CA,; {m,[u]; (_f)}J= 
=,ua,<~>[An·u]+Tn[u]~ lim ,Ua,<~>[Aru]+ ! ({!J[U]. 
;-?oo 1=1 
Nun machen wir folgende Riemann-Klasse m[io] aus den mn[io]: 
1° fiir p E Al sei i(P) = il(P) E ml[io], 
2° fiir p E A2-Al sei i(P) i2(P) E m2[io], 
allgemein: 
k0 fiir p E Ak-Ak-1 sei i(P) = ik(P) E mk[io], 
wahrend die Wahl von i(P) (~ i 0) fiir P E io-A willkiirlich sei. 
Aus den Definitionen von ,ua,<~>(A) und F[oJ[cA; {m[i0]; (_f)}] folgt 
,ua,<~>(A)~F[oJ[cA; {m[io]; (_[)}]; 
auBerdem daB es eine endliche Summe mit Gliedern der Gestalt CAn(P) · 
· (_f)[u(P)] wie in (19) gibt, welche weniger als n von F[oJ[CA; {m[i0]; (_[)}] 
abweicht. Mit (19), der beschrankten Additivitat von lim ,ua, <~>(AJ · i) und 
i---"00 
der (beschrankten) Semi-Additivitat nach oben der Intervallfunktion 
00 ! Ti folgt dadurch weiter: 
i=l 
,ua,<~>(A)~F[oJ[CA; {m[io]; (_f)}J<n+ lim ,Ua,<~>[Ario]+ 
00 j-7>00 
+ ! T1[io]<n+ lim ,ua,<~>(A1)+n. 
; =1 i__,.oo 
n __,.. 0 liefert : 
,Ua, <!>(A)~ lim ,Ua, <!>(AJ)· 
i---"00 
Die umgekehrte Ungleichheit ist evident. 
Theorem 8. Aus f endlich in io und ,ua,<~>[A(f#O)]=O fiir die zuge-
hi::irige Teilmenge von io folgt fiir jede zu K (§ 1) gehi::irende Teilmenge H 
von io die Existenz von JH f dq), mit Wert Null. 
Bemerkung. Aus den Theoremen 8 und 1 folgt, daB fiir eine in io 
endliche Funktion, welche nur # 0 ist auf einer Teilmenge von i 0 vom 
allgemeinen (_f}-MaBe Null, und liegend auf dem Rande r eines Intervalls 
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i mit i C io, die Integraldefinitionen ~<2> und y<2l (§ 3) zum selben Resultat 
fiihren. 
Beweis von Theorem 8. Wegen Theorem 3 gentigt es den Fall zu 
betrachten, in welchem die Werte von I =I= 0 alle positiv sind. Auf der 
Teilmenge An von io, in deren Punkten n-1 <l;;i;.n ist (n= 1, 2, 3, ... ), 
sei ln(P)=I(P); in den Punkten von io-An sei ln(P)=O. Die Mengen An 
00 
sind dann disjunkt, mit A{f=!=O)= _LAn, und ,ua,c:li(An)=O. 
n=l 
:Bei willktirlich positivem 'YJ gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CA,. eine Riemann-Klasse ~n[io] mit 
l o;;;;_fto lnd(/J;;i;.ft0 n·CA,.d(/J=n·,ua,c:li(An)=O;;i;. (20) 
;;i;.FroJ[n·CA,.; {~n[io]; (]J}]<0+'YJ/2n. 
Wir bemerken, daB FroJ[n·CA,.; {~n[io]; (])}] sich nicht andert bei will-
ktirlicher Anderung der Umgebungen in ~n[io] der Punkte von io-An. 
Nun sei ~[io] eine Riemann-Klasse, welche ftir die Punkte von A1 die-
selben Umgebungen wie in ~l[io] hat, fur die Punkte von A2 dieselben 
Umgebungen wie in ~2[io], allgemein flir die Punkte von An dieselben 
Umgebungen wie in ~n[io]; die Umgebungen in ~[io] flir die Punkte von 
io-A{f=!=O) und ftir die Randpunkte von io seien willktirlich gewahlt. 
GemaB der Definition von§ 3bis laBt FroJ[h; {~[i0]; (]J}] sich bilden ftir 
die aufio definierte Funktion h, gleich nin den Punkten von Ap (n= 1, 2, ... ) 
und gleich Null in den Punkten von io-A{f=!=O) (somit ~~in allen Punkten 
von io). Unter den Werten von F[h; {~[i0 ]; (]J}] gibt es einen speziellen 
Wert F<8P·>[h; {~[io]; (]J}], welcher FroJ[h; {m:[io]; (]J}] beliebig genau an-
nahert. Nun ist F<sp.> eine Summe von endlich vielen Gliedern. Dies mit 
dem Zusammenhang von ~[io] und den ~n[io], und (20) liefern: 
wodurch 
Definition !5<3>. Ist I endlichwertig auf io-A, mit ,ua,c:li(A)=O, so 
betrachten wir fto I d(]J als existierend, falls die Funktion lo, =I auf io-A, 
und mit willktirlichen endlichen Werten auf A, ein (/)-Integral hat; dann 
sei fto ld(]J= ft0 lod(]J. Ein gleiches Verfahren laBt sich auf jede Menge 
von K (§ 1) anwenden. , 
A us Theorem 8 folgt, daB der Integral wert immer von der Wahl der 
endlichen Werte von lo auf A unabhangig ist. Auch liefert Theorerp. 8 die 
Folgerung: Sind I und g einander gleich his auf einer Menge B mit 
,Ua, c:li(B) = 0, und existiert gemaB letzter Definition entweder fto I d(]J oder 
ft0 g d(]J, so existieren beide, und haben denselben Wert. io laBt sich hier 
durch jede Menge von K ersetzen. 
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§ 7. Theorem 9 (im Sinne von B. Levi). Ist ftir die nicht-nega-
tiven, tiber i 0 allgemein $-integrierbaren Funktionen f<n> einer nicht-
abnehmenden Folge die Funktion g eine endlichwertige Majorante, welche 
ebenfalls ein allgemeines R. Integral in bezug auf $ tiber io hat, so gilt 
dassel be ftir die endlichwertige Grenzfunktion f(P) = lim f<n>(P), wobei dann 
n__,oo 
(21) 
Beweis. Aus der Existenz der Integrale ft0 f<n>d$ folgt (nach § 3) 
zu positivem 'YJ die Existenz von Riemann-Klassen 2!<1>[io] ~ 2!<2>[io] ~ 
~ ... ~ 2.{<n>[i0 ] ~ ••• zu f<l> bzw. f<2> ... bzw. f<n> ... , und $, mit 
(22) FroJ[/(n); {2!<n>[io]; $}]- FruJ[f<n>; {2!<n>[io]; $}] <rJJ2n. 
Die zugehorigen Intervallfunktionen 
F[o][/<n>; {2.{<n>[i]; $}]-F[u][/<n>; {2!<n>[i]; W}], 
mit i ~ io, sind ~ 0 und nach oben semi-additiv (vergl. den Hilfssatz von 
§ 6); dabei gehen die 2.{<n>[i] aus den 2.{<n>[i0 ] in derselben Weise hervor 
wie die 2X[i] aus 2X[i0] in § 6, Hilfssatz, 1°. Bei P E i, i(P) E 2.{<n>[i] und 
jeder Umgebung von P: u = u(P) ~ i(P) ist 
(23) ~ fu f<n>dw-t<n>(P)·W(u);;;_FraJ[/<n>; {2!<n>[u]; w}]-
( - F[u] [f<n>; {2! (n) [ u]; q)}]. 
A us 
fto f<n> dw-:;;;_ fto f<nH> dw-:;;;_ fto g dw 
folgt die Existenz einer nattirlichen Zahl v mit 
(24) 
n-+oo 
Jede Differenz lim ft f<n> dW- ft f<n> dW ist auf io eine nicht-negative addi-
tive Intervallfunktion. 
Zu jedem Punkt P E io gibt es ein n(P) ~v mit 
(25) f(P)-f<n>(P)<'YJ, ftir n~n(P). 
Nun machen wir eine Riemann-Klasse Sit[io] dadurch daB jedem Punkt 
P E i0 die gleiche Umgebung i(P) wie in der Klasse 2.{<n<P»[io] zugewiesen 
wird (Umgebungen von Randpunkten von io willktirlich). Dann ist nach 
(25) und (23) ftir jedes Intervall u _ u(P) mit P E i 0, P E u ~ i(P) [ E 'Sit[i0]]: 
l
f(P). W[u] < {f<n>(P) +rJ}·W[u]-:;;;_ 19) rJ·W[u] + fu f<n<P»dW+ 
(26) + FroJ[/(n(P)); {2!<n(P)) [ u]; q)}! _ F[u] [f<n(P)); {2!<n(P)) [u]; q)}]-:;;;_ 
;;;_rJ·W[u]+ lim fu f<n>dw+ L [FroJ[f<n>; {2!<n>[u]; W}]-Fu[ ..• ]], 
n---?00 n~l 
19) Sowohl j<n<Pll(P) ·IP[u] wie fu j<n(P))dl;li liegen auf dem linearen Segment mit 
Endpunkten F[o][/(n(P)); {~(n(P))[u]; IP}] und F[uJ[ ... ]. 
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bzw. 
f(P) · (l)[u] ~l<n<P»(P) · (l)[u] ~ 
(27) 
~ fu l<n(P)) d(l)- [F[o][/(n(P)); {~<n<P»[u]; (!)}]- F[u][ ... ]] ~ 
~ lim J u l<nl d(l)- {lim J u l<n> d(l)- J u l<v> d(l)}-
~00 ~00 00 
- ! [F[o][/<n>(P); {~<n>[u]; (1>}]-F[u][ ... ]]. 
n=l 
Wegen (24) und (22) ist 
[lim ft0 l<n> d(l)- fto l<v> d(l)] +11 · (!)[io] + 
~00 00 
+ 2! [F[o][/<n>; {~<n>[io]; (1>}]-F[uJ[ ... ]]<n· [3+(1>[io]]. 
n=l 
Dadurch folgt, mit den Definitionen (5(1>, 15<2> von § 3, aus (26) und (27) 
und der Semi-Additivitat nach oben der unmittelbar unterhalb (22) ge-
nannten Intervallfunktionen, unter Anwendung der Riemann-Klasse 
~[io], die Existenz von fto I d(l) und die Gleichheit (21). 
Koroll ar. In jedem Intervall io ist das allgemeine (1>-MaB der allgemein 
00 
(1>-meBbaren Teilmengen (§ 5) total-additiv. D.h. aus A= ! An~ io, 
n=l 
At· A1 = 0 (i i= j), jedes An allgemein (1>-meBbar folgt, daB auch A allgemein 
00 
(1>-meBbar ist, mit ,u!P(A) = ! ,u!P(An). 
n=l 
Beweis. Man wende an:§ 4, Theorem 3; § 5, Def.; das obige Theorem 
9. Auch Theorem 7 liefert einen Beweis. 
Eine leichte V erallgemeinerung von Theorem 9 ist das 
Theorem 9bis (im Sinne von B. Levi). Ist fiir die nicht-negativen, 
tiber io allgemein (1>-integrierbaren Funktionen In einer nicht-abnehmenden 
Folge lim fto In d(l) endlich, so ist auch I(P) = lim ln(P) endlich, und 
zwar in den Punkten von io-A, wobei ,ua,!P(A)=O; auBerdem existiert 
ft0 I d(l), und ist gleich lim ft0 lnd(l). 
Beweis. Wir setzen hier die Definition 15<3> von § 6 voraus. Mit der 
Folgerung von § 6 und Theorem 7 folgt, daB die Integralwerte der In sich 
nicht andern, falls man in den Punkten, in welchen von einem bestimmten 
Index an die In= +oo sind, allen Funktionen In den Wert Null zuerteilt. 
Die Menge A, in deren Punkten I= +oo ist, hat ein allgemeines (1>-MaB 
Null. Denn sonst ware fiir jede natiirliche Zahl N, nach Theorem 7, 
O<,ua, !P[A(f= +oo)] ;:=;;,ua, !P[A(f>N)] =lim ,Ua, !P[A(/n>N)], 
wahrend doch auch 
(endlich=) lim fto lnd(l)~ limN· ,ua, !P[A(fn >N)] 
sein miiBte. 
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Auch in den Punkten von A wird jeder Funktion In der Wert Null 
gegeben, ohne daB dadurch die Integralwerte sich andern. 
Von hier an konnen wir den Beweis von Theorem 9 folgen; die not-
wendigen Anderungen liegen auf der Hand, und liefern die weiteren Be-
hauptungen von Theorem 9bis. 
§ 7bis. Theorem 10. Aus !JiO in i0 (j=1, 2) und der Existenz der 
allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf (/) dieser Funktionen folgt 
diese Integrierbarkeit auch fiir g = sup (/1, l2). 
Be wei s. I. Man darf die I 1 endlichwertig voraussetzen. N ach § 3 gibt es, 
bei n>O, zu /1 und l2 eine gemeinsame Riemann-Klasse 2h[io] und mehr-
wertige Riemann-Summen F[f1; {2h[io]; (!J}] mit 
(28) FroJUi; {2h[io]; (!J}]-FruJUJ; {2h[io]; (!J}]<1J (j=1, 2). 
Aus P E io, i(P) E 2h[i0], u = u(P) Umgebung von P mit u(P) ~ i(P) 
und ~ io, und 2h[u] = 2h[u(P)] gemaB dem Verfahren in § 7, Hilfssatz, 
1 o aus 2h[io] hervorgehend, folgt 
I!J(P)·{/}(u)- fulid(/JI~F[oJUJ; {2h[u]; {/}}]-FruJUJ; {2h[u]; (!J}], 
wodurch 
2 




g(P)·(/J[u] ~sup (fu /ld(/J, fu l2d{/})- ~ (FroJ-F[uJ) [!J; {2h[u]; (!J}], 
i-1 
also, bei h[u(P)] =sup (Ju /ld(/J, fu l2d(/J}, 
2 
(29) lg(P)·(!J[u]-h[u]l~ ~ (FroJ-F[uJ) Ui; {2h[u]; (!J}]. 
i=1 
Aus (28}, (29) und der Semi-Additivitat nach oben der heiden Intervall-
funktionen Frol und - Frul 20) folgt bei jeder Teilmenge von Zerlegungs-
intervallen u(l>, ... , u<">, mit den korrespondierenden Punkten p(Tc>, und 
mit jedem u<k> C io, welche zu derselben willkiirlichen 2h[i0]-Zerlegung von 
io gehoren, die Abschatzung 
(30) 
X H . . 
J ~g(P<k)).(!J[u<k>]- ~h[u<k>JI<21J. 
k=1 . k=1 
II. Fiir die bei einer m'[io]-Zerlegung (§ 2, Axiom 7°) zugelassenen 
Zerlegungsintervalle u'z sind die zugehorigen Summen ~· 2obls) h[u'z] 
(!) 
immer kleiner als oder gleich ft0 /ld(/J+ ftol2d(!J, wie aus li;;;.O (j=1, 2) 
und der Additivitat ihrer Integrale hervorgehf; I sei die obere Grenze 
20) Vergleiche Hilfssatz, 1 o in § 6. 
2obls) Das Akzent hat hier dieselbe Bedeutung wie in (3) (von § 3). 
1<15 
aller derartigen Summen, gehorend zu allen moglichen W:'[io}Zerlegungen 
von i0 (m:'[io] variabel). Bei 0>0 gibt es somit eine Klasse m:'[io] und 
dabei eine m:'[i0]-Zerlegung von io mit v in der zugehorigen Summe !' 
angewandten (offenen) Intervallen uz, fiir die ' 
v 
(g1) I;;;,!' h(uz)-I-0. 
!=1 
Nun machen wir eine Riemann-Klasse m:2[io]C m:l[io] hei der zugeordnet 
seien: 1° jedem Punkte P eines uz das Produkt Uz·i(P), mit i(P) E W:1[io]; 
2° jedem Randpunkt Q eines uz das Produkt v(Q) · i(Q), mit i(Q) E m:1[io], 
und dem Q enthaltenden Intervall v(Q) derart daB es von jedem uz, welches 
Q zum Randpunkt hat, nicht aile Punkte enthalt; und: go jedem weiteren 
Punkt S von io ein Umgebungsintervall C i(S) E m:1[io] und auBerhalb der 
. v 
abgeschlossenen Hiille von!' Uz. Wegen Theorem 1 laBt sich voraussetzen 
!=1 
daB die in der Riemann-Klasse m:2[io] den Randpunkten der Uz hinzuge-
fiigten Intervalle derartig eingeschrankt sind, daB in jeder W:2[io]-Zerlegung 
von io die samtlichen Zerlegungsintervalle, welche die Rander der uz 
enthalten, einen Beitrag in der zugehorigen Riemann-Summe (,Lg·<l>) 
kleiner als 'fJ liefern; mit (go) folgt dadurch fiir den korrespondierenden 
Beitrag-in der zu dieser W:2[io]-Zerlegung geh6rigen Summe! h ein Wert 
kleiner als g"l· 
Die Intervalle {'~A(PA)} einer W:2[io]-Zerlegung von io, welche Beitrage zu 
der zugehorigen Riemann-Summe !'von h liefern, gehoren zu einer der 
drei folgenden Gruppen: 1° Intervalle {~1h>(P/1>)}, die in einem u1 ent-
halten sind; 2° Intervalle {iik<2>(Pk<2>)}, gehorend zu einem Randpunkt 
eines uz; dabei sei Vk,z=iik<2>.uz; go Intervalle {iiz<3>(Pl<3>)}, die keine 
Punkte mit den Uz und mit dem Rand von io gemein haben. 
Mit (gl), der Semi-Additivitat nach unten von h 21) und der besonderen 
Art der W:2 [ io ]-Klasse folgt : 
v - -I -0< !' h(uz)~! h(up>)+ ! h(vk,z)< ! h(u/1>)+v·g'fJ< 
!=1 (i) (k,l) (i) 
< _Lh(~A)+v·g'fJ~(gemaB der Def. von I) I+v·g'fJ, 
(A) 
wahrend (go) liefert 
I ! g(PA). <P[iiA(PA)]- ! h(~A)j < 2'fj. 
(A) (A) 
Somit ist 
woraus die Existenz von fio gd <1>, mit Wert I, folgt. 
A 
21) Dies besagt: ist {u1, ... , uA} eine Zerlegung von u ~ io, so ist ~ h[uz] ;;;,h(u). 
. . 1=1 
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Korollar. Sind die Teilmengen E1 und E2 von io allgemein $-meBbar, 
so gilt dassel be von E1 + E2.- Mit dem Korollar des vorigen Par. und 
Theorem 3 folgt dadurch, da{J die allgemein $-me{Jbaren Teilmengen von 
i0 einen a-Korper Sf(io; $) bilden, auf welchem das $-Ma{J nicht-negativ, 
endlich und total-additiv, und 'ilberdies vollstiindig ist. 
§ 8. Theorem 11. Aus g, fn (n= 1, 2, ... ) allgemein $-integrierbar 
tiber io, und g~fn in den Punkten von io folgt (untere Grenze oder) inf fn 
allgemein $-integrierbar, mit 
Beweis. Man darf die In und g endlichwertig voraussetzen. Mit 
v 
Theor,em 10 folgt aus -fn+g+ I Un-g]~O und der $-Integrierbarkeit 
n-1 
der In und g dasselbe fiir inf fn(P) (v eine natiirliche Zahl). Also ist 
l~n~• 
h(P)- inf f n(P) ~ 0 und ~ h(P)- g(P), und nicht,.abnehmend bei zu-
1~ .. ;;;. 
nehmendem v, auBerdem allgemein $-integrierbar, woraus nach Theorem 
9 folgt: 
Sto lim inf fn(P)d$= lim Sto inf fn(P)d$~Jt0 f;.(P)d$ 
s>-+oo l~n~v V-+00 l~n~v 
(ii eine natiirliche Zahl}, 
also auch (32): 
Theorem 12 (im Sinne von Fatou und Lebesgue). a) Aus g, fn 
(n=1, 2, ... ) allgemein $-integrierbar iiber io, lim inf Stofnd$ endlich, 
n-+00 
und g~fn in den Punkten von io folgt lim inf fn allgemein $-integrierbar, 
mit ,_oo 
(33) Jio lim inf fn(P)d$~ lim inf Jio fnd$. 
'J'J-)>00 n-+00 
b) Bei go, In (n= 1, 2, ... ) allgemein $-integrierbar iiber io, und Ifni ~go 
in den Punkten von io folgt lim inf fn und lim sup fn allgemein $-integrier-
bar, mit 
Sto lim inf fn(P)d$~lim inf Jio fn(P)d$~lim sup Jio fn(P)d$ ~ 
~ Sto lim sup fn(P)d$. 
Existiert auBerdem lim fn(P) in den Punkten von i 0 , so ist 
n-+00 
Jio lim /n(P) d$=lim Jio fn(P) d$. 
Beweis. Es geniigt (33) zu beweisen. 
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Anwendung des Theorems 11 liefert 
fio inf fn(P)df!>?, inf fio fn(P)df!>. 
n~v n~v 
inf fn(P) ist nicht-abnehmend bei v-+ oo, wahrend der Grenzwert 
n;?;v 
lim fio inf fn(P) df!> existiert, und 
v---+oo n:;;::v 
?, lim inf fio fn(P)dfl>=lim inf fio fn(P)dfl>, 
v---+00 n~v n---+00 
daneben ~ fio g dfl>, somit endlich ist. 
An wen dung von Theorem 9bis auf die Folge der inf f n(P)- g(P) liefert 
n~v 
die Existenz eines endlichen Grenzwertes 
f(P)= lim inf /n(P)=lim inf fn(P) 
n---+00 
in den Punkten von io-A, wobei ,ua, .p(A) = 0, mit 
fio jdfl>= lim fio inf fn(P)df!>?, lim inf fio fn(P)df!>. 
n---+oo n~v n---+00 
§ 9. Definition. Eine auf einer Menge A E Sf(i0 ; f!J) (§ 7bis) defi-
nierte Funktion f heiBt allgemein f!>-mef3bar auf A, wenn fiir beliebiges 
endliches a die Teilmenge A(f>a) ein allgemeines fl>-MaB hat. 
Aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeinen f!J-MaBes 
(insbes. dem Korollar von § 7bis) lassen sich in bekannter Weise 22) die 
nachfolgenden Theoreme 13-15 mit Korollar ableiten. 
Theorem 13. Ist f(P)=c in den Punkten einer Menge A E Sf(io; f!J), 
so ist f allgemein f!J-meBbar in A (c endlich oder +oo oder -oo). 
Definition. Eine auf einer Menge A~ i 0 definierte Funktion f heiBt 
Treppenfunktion, wenn A in endlich viele Mengen A 1 (j = 1, ... , k) E K 0 
(§ 1) zerlegt werden kann, auf deren jeder f konstant ist (dann ist auch 
A EK). 
Korollar. Eine Treppenfunktion ist allgemein f!J-meBbar auf ihrem 
Grundbereich A ~ io. 
Theorem 14. f und g seien endlich und allgemein f!J-meBbar auf 
A E Sf(i0 ; f!>). Dann ist jede der Funktionen f+g, f-g, f-g allgemein 
f!J-meBbar auf A, und, bei gi=O in allen Punkten von A, auch ffg. 
Theorem 15. Die fn (n=1, 2, ... ) seien allgemein f!>-meBbar auf 
A E Sf(i0 ; f!>). Existiert in den Punkten von A, eine Teilmenge H mit 
,U.p(H) = 0 ausgenommen, /(P) = lim fn(P), so ist f allgemein f!J-meBbar 
n->-oo 
auf A ; dabei lege man f in den Punkten von H willkiirliche W erte bei. 
22) Vergl. etwa I. R. Natanson, Theorie der Funktionen einer reellen Ver-
anderlichen, 1954, s. 88-93. 
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Theorem 16. Hat die Funktion f ein (abstraktes) Lebesgue-Stieltfes 
Integral 23 ) uber io in bezug auf das allgemeine $-Ma{J f-lq; (§ 7bis, Korollar), 
so hat sie auch ein allgemeines Riemann-Integral uber i 0 in bezug auf$, mit 
(34) 
Beweis. Wegen Theorem 3 (§ 4) und Definition 1:5<3> (nebst Folgerung} 
genugt es f ~ 0 und endlich in io vorauszusetzen. 
Ist in den Pwikten von io O~f<n, so ist die Funktion /k, welche in den 
Punkten jeder Teilmenge A(ff2k·n~f<f+1f2k·n) = Ag!k von io (n, k na-
ttirliche Zahlen; i = 0, 1, ... , 2k- 1) gleich i f2k ist, sowohl LS-integrierbar 
in bezug auf#~ wie allgemein Riemann-integrierbar in bezug auf$, mit 
2k-1 
fto (LS) /kdf-t~= ! ff2k·n·f-t~[AU!k]=(§§ 3bis, 5) fto fkd$, 
i=O 
woraus mit Theorem 12, b) und k-+ oo (34) fur diesen Fall folgt. 
Bei f ~ 0, jedoch nicht beschrankt laBt sich die Funktion f n bilden, 
welche flir die Punkte, in denen O~f<n ist, mit f zusammenfallt, und 
gleich n ist in den ubrigen Punkten von io. Nach dem vorigen Absatz 
ist dann 
fto (LS) fndf-t~= fto fnd$, 
woraus, mit Theorem 9bis, bei n-+ oo (34) auch fur den allgemeinen Fall 
fu~. . . . 
ZUSAMMENFASSUNG 
Nach Hinzufiigung des IntervallaxiolllB roo lii.l3t sich in jedem Intervall, mittels 
des allgemeinen R-Integrals der charakteristischen · Funktionen einer Klasse von 
Teilmengen, ein allgemeines cP-MaJ3 p,~ einfiihren. Dabei werden fiir das allgemeine 
R-Integral in bezrig auf cP die allgemein bekannten Grenzwerteigenschaften des 
Lebesgueschen Integrals erhalten. Die Klasse der allgemein cP-meJ3baren Teilmengen 
eines Intervalles io ist ein a-Korper, aufwelchem p,~ nicht-negativ, endlich und total-
additiv, und iiberdies vollstandig ist. Nach Einfiihrung von allgemein cP-meJ3baren 
Funktionen folgt in bekannter Weise die der Lebesgue-Stieltjesschen Integrale in 
bezug auf#~· Jede Funktion, welche ein LS-Integral in bezug auf p,~ iiber io hat, 
besitzt auch ein allgemeines R-Integral in bezug auf cP iiber io von gleichem Werte. 
23) Der Aufbau folgt bekannte Linien, wie auch aus dem hier folgenden Beweis 
von Theorem 16 hervorgeht. 
